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Teste nao paramétricos
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Teste de Wilcoxon-Mann-
Whitney



Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U)

E aplicado em situacdes em que se tem um par de amostras independentes e se quer testar se as
popula¢des que deram origem a essas amostras podem ser consideradas semelhantes ou nao.

O teste de Wilcoxon-Mann-Whitney é baseado nos postos (ranques) dos valores obtidos
combinando-se as duas amostras. Isso € feito ordenando-se esses valores, do menor para o
maior, independentemente do fato de qual populacao cada valor provém.

O teste U pode ser considerado a versao nao-parameétrica do teste t de Student, para amostras
independentes.



Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U)

A estatistica U, que € a base para a decisao sobre aceitacao ou ndo da hipdtese de nulidade, é
calculada da seguinte maneira:

E formado um conjunto com os dados das amostras A e B
O conjunto é ordenado de forma crescente

Anota-se a ordem de cada elemento deste conjunto Havendo empate nos valores, o ranque

sera a média da soma dos ranques.
Separam-se novamente as amostras Ae B

O valor de U é a soma das ordens (ranques) da amostra com menor U

Quanto menor o valor de U, maior a evidéncia de que as populacdes sao diferentes.



Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U)

Por exemplo:

Consideremos duas popula¢bes P1 e P2 das quais nao temos informacdes a respeito de suas
distribui¢bes, mas as variaveis envolvidas tenham uma escala de medida pelo menos ordinal.

Ou seja, podemos abordar o caso de variaveis aleatdrias qualitativas ordinais ou quantitativas.
Consideremos também duas amostras independentes das duas populacoes.

Queremos testar se as distribuicbes sao iguais em localizacao, isto é, estaremos interessados em
saber se uma populacao tende a ter valores maiores do que a outra, ou se elas tém a mesma
mediana. O teste utilizado sera o teste U.



Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U)

No caso de termos uma variavel aleatdria qualitativa ordinal, comumente associamos numeros as
diversas categorias (ou classes, ou atributos), segundo as quais a varidvel é classificada. Por
exemplo, podemos ter 1 para bom, 2 para muito bom e 3 para 6timo. Vemos, entao, que esses
valores sao postos. Neste caso e em outras situacdes é preferivel trabalhar com postos do que
com valores arbitrarios associados a variavel qualitativa.

U, = nmn, + - R
1 1752 1
2
ny (my + 1)
Uy, = myn, + 212 - R, = nmn, = U
2 1742 9 2 172 1

U1 e U2 = Estatistica U
n1 e n2 = numero de dados em cada amostra
R1 e R2 = soma dos ranques de cada amostra



Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U)

Por exemplo:

Duas amostras forneceram os seguintes valores de certa variavel.

Amostra 1:

Amostra 2:

Serd que ha diferencas entre as amostras?

Primeiro passo: Juntar e ranquear todos os valores.

29 39 &0 /8 82 112 125 170
192 224 263 275 276 286 369 756
126 142 156 228 245 246
370 419 433 454 478 503




Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U)

Temos na Tabela (2.1) todos os valores amostrais em ordem crescente e os postos associados. Para facilitar a identificacao, valores e postos

da segunda amostra foram sublinhados.

Valor 29 39 60 78 g2 112 125 126 142 156
Posto 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Valor 170 192 224 228 245 246 263 275 276 286
Posto 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Valor 369 370 419 433 454 478 503 756
Posto 21 22 23 24 25 26 27 28

Tabela 2.1: Postos combinados para as duas amostras independentes.

F1=1+2+3+4+5+6+7+11+12+13+17+18+19+20+21+28 =187
Rz=8B+9+10+14+15+16+22+23+24 + 25+ 26 +27 =219

Ui=(16*12) + (16 * 17)/2 - 187 = 141
Uz=(16*12)- 141 = 51

Ueale =91 < Ugos;12116 = 23

calc

Havendo empate nos valores, o ranque
sera a média da soma dos ranques.

HO é rejeitada se o menor valor de U
entre as amostras for menor ou igual ao
valor critico tabelado.




Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U)

Valores criticos - Teste de Mann-Whitney

For two-tailed test. 5% significance level.

M5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
N
2 o o o o 1 1 1 1 1 2 2 2 2
3 L | | 2 2 3 3 4 4 5 ] f f T T 8
alo 1 2 3 4 4 5 6 7T 9 10 11 1 12 13 14 Uaic =51 < Uggsiazig =53
512 3 5 & 7 8 9 11 12 13 14 15 17 18 19 20
6 5 t g8 10 11 13 14 16 17 192 21 2} 24 25 27
7 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 3
8] . L1315 1T 19 22 24 26 29 31 M 3 38 4 HO é rejeitada se o menor valor de U
T T e T B R R entre as amostras for menor ou igual ao
{1 . . 3 . oM 2% 29 3 % 19 42 45 4B 52 55
T e o T T e e R e valor critico tabelado.
2| . . . . . . . 3T 41 45 49 |E| 57T 61 65 69
3| . . . . . . . . 45 S0 54 9 & 67 712 76
14 55 59 64 @ 74 T8 83
15 64 TOOT75 B B85 S
16 . . 73 Bl B 92 98
17 . . . 5 5 . : 5 . . . . BT 9} 99 105
15 . . . . . : . 5 . . . . . 99 06 112
228 S § & S 1 L
20 . . . . . . : . . : . 5 . . . 127




Mesmo exemplo no Excel... Exercicio 1

A B A B D E € H

1 |Amostra 1 Amaostra 2 1 |Amostra 1 Amostra 2 Ordenar Ranguear Amotra 1 Amotra 2
2 29 126 2 29 126 29 1 1 g
3 39 142 3 39 142 39 2 9
4 60 156 4 60 156 60 3 3 10
b 78 228 5 78 228 78 4 4 14
B 82 245 B 82 245 82 b b 15
7 112 246 7 112 246 112 i b 16
8 125 370 8 125 370 125 7 7 22
9 170 419 9 170 415 126 g 1 23
10 192 433 10 192 433 142 9 12 24
11 224 454 11 224 454 156 10 13 25
12 263 478 12 263 478 170 1" 17 26
13 275 503 13 275 503 192 12 18 27
14 276 14 276 224 13 19
15 286 15 286 228 14 20
16 369 16 369 245 15 21
17 756 17 756 246 16 28
18 18 263 17

275 18

276 19

286 20

369 ey

370 22

419 23

433 L

454 25

478 26

503 27

756 26



Mesmo exemplo no Excel... Exercicio 1

G

Amotra 1 Amotra 2

H

i
g
10
14
15
16
22
23
24
25
26
27

Soma n
Am1 187 16
ny(ny +1) Am2 219 12
2
U
Am1 141
s +1 Amz2 51
2 Ueate =51 < Uggs.az.15 = 53
ﬁ =(L2*L3)+(L2*[L2+1)/2)-K2

Jr || =L2*13-ks

Conclui-se que a amostra 1 difere da amostra 2.



Mesmo exemplo no R... Exercicio 1

G H
Amotra 1 Amotra 2
1 g
2 9
3 10 - e P -
1 1 > Amostral <- c(29,39,60,78,82,
5 15 > Amostra?d <- c(l2é6,142,156,228,2
6 16 #
7 27 > Wwilcox.test (Amostral, AmostralZ,
11 23
12 24 Wilcoxon rank sum test
13 25
17 26 data: Amostral and Amostral
18 27 W = 51, p-value = 0.03734
;g alternative hypothesis=:
21
28

paired=FALSE, alternative="two.szided")

true location shift i=s not eqgqual to 0

Conclui-se que a amostra 1 difere da amostra 2.



Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U) - Exercicio 2

O diretor de recursos humanos de uma empresa cré que os operadores de um call-center com treino de
competéncias sociais, deixam uma impressao mais favoravel nos clientes do que os operadores sem este
tipo de treino. Num grupo de 22 operadores, foi avaliado a impressao de simpatia registada por 22 clientes
apds uma chamada de controle. O grau de simpatia, avaliado numa escala ordinal com 5 pontos (1 - nada
simpatico, a 5 - muito simpatico) para cada operador € registado na tabela seguinte. Existe diferenca entre
as amostras?

Grau de Simpatia
(1= Mada simpatico; 2 = Fouco simpatico;
3 = Mem simpatico nem antipatico;
4 = Simpatico; 5 = Muito simpatico)

Grupo Grupo com treino
de controlo de competéncias sociais
2 my(my +1)
Uy = mny + e - R

P | Qe | G | ) OO G | L2 | | B

[T I o T LT o S T S < 1 I O O




Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U) - Exercicio 2

Ucaic =30.5 < Uggs10,12 = 29 27?7

N2 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
N,
2 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2
3| 0o 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7
41 0 1 2 E ] 4 4 3 & T 2 10 11 11 12 3 14
512 3 5 &6 7 8 9 11 12 13 14 15 17 18 19 20 > con <- c(1,2,3,3,2,4,3,3,3,2,3,2
6 S 6 8 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 127 SR T R R RS RS R
T 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 10 32 M > wilcox.test (con, tre, paired=FALSE, alternative="two.sided")
& 13 15 17 19 22 24 26 29 31 M » 38 4
9 17 20 33 26 98 3l W 17 19 42 45 48 Wilcoxon rank sum test with continuity correction
10 2 26[29) 1 36 9 42 45 48 52 S8 data: con and tre
1 30 033 37 40 44 47 51 55 58 62 W = 30.5, p-value = 0.03308
alternative hypothesis: true location shift is nmot egual to 0
12 " . " . " ; " 41 45 49 53 57 6l 63 69
3 : . . . " " ; . 45 50 54 59 &Y 47 72 7
14 ; . . . . ’ ’ . . 3 5% 64 & 74 T8 B3l
15 ; . . . . ’ N . . . 64 TO T35 B0 B5 90
16 T3 Bl B6 92 98
17 : : . . . N . . . , , . BT 93 99 105
18 : : : : . : . . . , , , .99 o6 112
19 , , . . . . , . . . . . , . 1l3 119
20 . . . . . . : . . . . . . . . 127




Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U) - Exercicio 2

Quando ha muitos empates (caso do exercicio 2), e ambas as amostras tem tamanhos iguais ou superiores
a 10, pode fazer-se a aproximacao a funcao de distribuicao normal, com parametros:

N,.N,
2

e Valor esperado: My =

: ' 3 N .a'ah'rw,. AN, +N, +1
e Varidncia: o, =—— ( 112 2 +1)

Se existem “empates” ou “ties” nos numeros de ordem, deve fazer-se uma
correc¢do no calculo da variancia; sendo u, os numeros de numeros de ordem

“empatados”, a expressdo para calculo da vaniancia deve ser:

2 _ N] _N} § 1"'-.""1 -N- Z (Hf - “:')

e Variancia: o, = — -
: 12 N =N

A estatistica de teste ¢ entdo:




Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U) - Exercicio 2

Efetuando a corre¢ao no Exercicio 2 quanto aos empates:

Corrigindo para empates

Tl 60

soma 1500 | =SOMA(5"3-5;11"3-11;4"3-4)
o 197.5325

Z -2.09895

E

Para um nivel de significincia a = 5%, ¢ tratando-se de um teste bilateral, o quantil
critico da distribui¢do normal N(0,1) ¢ Z, . =+1.96, pelo que se conclui que se deve
rejeitar a hipotese nula.

A area sob a curva associada ao valor de z é de 2*0.4817 -1=0.03

e Valor esperado: M, =-

e Variancia: gy =
A estatistica de teste ¢ entdo:

7= U- ;zl

~N(0,1)

WON WY

wilcox.test(con, tre, palred=FALSE, alternative="two.=zided")
Wilcoxon rank sum test with continuity correction
data: con and tre

W= 30.5, p—-value = 0.03808
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O



Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U) - Exercicio 3

Consideremos as duas amostras abaixo representadas graficamente; a partir deste grafico é possivel
estabelecer os nimeros de ordem (ndo interessam os valores x, mas sim a ordem ou lugar que cada

observacdo ocupa) de cada uma das amostras (cada ponto representa uma observacdo). E possivel supor
que existe diferenca estatistica entre as amostras? Para confirmar, vamos testar...

Amaostra 2 .

Amostra 1 . i

(T — i
—
—

10 15



Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U) - Exercicio 3

Amostra 2 . H H : H .
I I
Amaostra 1 . § 3 . 3 .
| | I
4] 10 15
N:|5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
M Amostra 1 Amostra 2
2 o o o0 o 1 1 1 1 1 2 2 2 2 ; 1
3lo 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 1 7 8 3 125
410 1 2 3 4 4 5 6 T 9 10 11 1 12 314 g 1:212
512 3 5 6 7T 8 9 11 12 13 14 15 17T 18 19 20 e e e
t 5 6 8 10 11 13 14 1 17 19 21 22 24 25 27 55 16.5
7 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 W 32 34 7 16.5
8| . 13 15 17 19 22 24 2% 29 31 3 3% 38 4l gg 122
o . . . . 17 20 23 26 28 31 34 37 39 42 45 48 10 20
10 (2] 26 29 3 36 9 42 45 48 52 55 soma 55 155
11 30 33 37 40 44 47 51 55 S8 62 n 10 10
2| . . . . . . . 37 41 45 49 53 57 61 65 69
13| . . . . . . . . 45 50 34 59 6} 67 12 7 U= 101 0
4| . . . . . . . . . 5 9 6 @ 74 T8 B
5| . . . . . . . . . . 64 TO 75 B0 RS 90 Ueaie =0 = Ugos:o:40 = 23
16 _ 75 81 86 92 98
7| . . . . . . . . . . . . B 9 9 |05
s . . . . .. ... ... L % 106 112
L J5 1 I I T
W00 . L L . 127




Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U) - Exercicio 3

Amostra 2 . : : : : .
I I
Amostra 1 . i : . 3 .
| | |
5 100 15
Nr| 5 & 7 2 g 10 11 12 13 14 15 16 17 |18 19 20
Ny
2 0 0 ] ] | 1 1 1 1 2 2 F 2
| o 1 | 2 2 3 3 4 4 5 ] f fi 7 7
41 0 1 i ) 4 4 3 & ) 2 10 11 11 12 13 14
5 : 3 5 6 7 8 4 1 12 13 14 15 17 18 19 20 > Aml <- cf1,3,3,3,5.5,5.5,7,8.5,8.5,10)
6 5 6 8 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 125 27 » Mm2 <- c(11,12.5,12.5,14,5,14.5,16.5,16.5,18.5,18.5,20)
T g 1o 12 14 1l& 18 20 22 24 26 23 M 32 34 ”
8 13 15 17 19 22 24 % 9 31 14 16 18 4 > Wilcox.test (Aml, Im?, paired=FALSE, altermnative="two.z=2ided")
] 17 20 23 26 28 1] 4 37T 1@ 42 45 48 Wilcoxon rank sum test with contimuity correction
10 (33) 26 29 33 36 9 42 45 48 352 55
— data: Aml and &m2
11 . 30 I AT 40 44 47 51 55 5 62 W =0, p-value = 0.0001727
12 3T 41 45 49 53 57 6l 65 69 alternative hypothesis: true location shift is not equal to O
13 45 50 34 39 6} 67 72 T
14 5 32 &4 9 74 T8 Bl
15 64 TO T3 BD B5 20
16 Ta Bl 86 92 98
17 87 93 99 105
18 99 loe 112
19 113 119
20 127




Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U) - Exercicio 4

Mattos (1994) estudou a morfologia das regides organizadoras do nucléolo (RON) em células da cérvice
uterina de mulheres com neoplasias cervicais e de mulheres sem esta caracteristica (controles). De cada
uma delas, foram examinadas 100 células e computou-se um escore (porcentagem observada) para cada
padrao morfolégico. No padrao 1A, as RONs apresentavam-se como manchas sdlidas, redondas e de
tamanhos diferentes. H3 diferencas entre mulheres com neoplasias e controle?

Escore 1A (porcentagem de células tipo 1A) em 9 controle s e § pacientes com carcinoma invasor.

Controles Com carcinoma H4 dados
Pac. N® Escore 1A Posto Pac. N® Escore 1A Posto iguais:

1 7 10 [E o ranque
2 8 11 0 serd a média
3 12 12 1 da soma dos
4 13 13 E ranques.
s 20 14 b
b 23 15 o
[ 25 16 14
g 34 17 19
9 36




Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (teste U) - Exercicio 4

Valores criticos - Teste de Mann-Whitney

For two-tailed test. 5% significance level.

N[5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 I8 19 20
Ny

2 o 0o o 0o 1 1 1 1 1 2 2 2 2
ij o 1 I 2 2 3 3 4 4 3 3 & 6 T 7 8
slo 1 2 3 4 4 s 6 7T 9 10 11 1 12 13 14
s{2 3 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15 17 18 19 20
. S 6 8 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 27
7 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 M
8 3(05)17 19 22 24 26 29 31 M 36 38 4
9 17T 20 23 26 28 3 M 3T 39 42 45 45
10 23 26 29 31 36 19 42 45 48 52 55
11 30 33 AT 40 44 47 51 55 58 a2
12 37 41 45 49 53 5T 6l 65 69
13 45 30 54 59 & 67 T2 76
14 55 59 64 @ 74 78 8
15 64 TO TS B0 BS 90
16 7 81 86 91 9%
17 BT 93 9% 105
18 99 106 112
19 13119
20 127

Soma n
amT 107.5 9
am2 45.5 i)
U
am1 625
amz 95

Ucaic = 9.3 = Uposes =13

Conclui-se que a populacéao
com carcinoma difere da
populacdo controle quanto ao
escore 1A.



Teste pareado de Wilcoxon



Teste pareado de Wilcoxon

Substitui o teste t de Student para amostras pareadas quando os dados nao satisfazem as
exigéncias deste ultimo. Foi também desenvolvido por E. Wilcoxon em 1945 e baseia-se nos
postos das diferencas intrapares, dando maior importancia as diferencas maiores.

A ideia que norteia o teste é a de que se o tratamento A produz valores maiores do que o
tratamento B, as diferencas (A — B) de sinal positivo serdo em maior nimero e grau do que as
diferencas de sinal negativo.

Se ambos os tratamentos tém o mesmo efeito, as diferencas positivas e negativas devem se
anular.



Teste pareado de Wilcoxon

Este teste pressupde que:

Os dados sao dependentes dentro do par (isto é, pareados), mas sdo independentes entre
pares.

A varidvel foi medida no minimo em uma escala de intervalo. No entanto, este teste é
também usado para dados medidos em uma escala ordinal.

As diferencas intrapares constituem uma varidvel continua, de distribuicao simétrica ao redor
da mediana.



Teste pareado de Wilcoxon

Passo a passo:
Calcular a diferenca entre as amostras pareadas, conservando o sinal.
Ranquear os valores de diferenca ignorando os valores negativos (mas mantendo o sinal).
Calcular a soma total dos ranques, do valores positivos e dos valores negativos.

Rejeita-se Ho se T_,,. (menor valor absoluto) for menor ou igual ao T critico tabelado



Teste pareado de Wilcoxon - Exercicio 5

Um pesquisador mediu a colinesterase sérica em agricultores que aplicaram inseticida em plantas de
interesse comercial. Foram feitas duas coletas de sangue em cada pessoa: uma antes da aplica¢ao do

inseticida e outra 24 h apds. O que pode ser afirmado quanto ao efeito da exposicao ao inseticida sobre o
nivel de colinesterase no sangue desses agricultores?

A hipdtese nula que se deseja testar é:
Ho: o nivel de colinesterase é o mesmo antes e apds a aplicacao do inseticida.

Rejeita-se Ho se T_,,. (menor valor absoluto) for menor ou igual ao T critico tabelado



Teste pareado de Wilcoxon - Exercicio 5

Um pesquisador mediu a colinesterase sérica em agricultores que aplicaram inseticida em plantas de
interesse comercial. Foram feitas duas coletas de sangue em cada pessoa: uma antes da aplica¢ao do
inseticida e outra 24 h apds. O que pode ser afirmado quanto ao efeito da exposicao ao inseticida sobre o
nivel de colinesterase no sangue desses agricultores?

Colinesterase total (micromol/mL de plasma) em 17 agricultores
do sexo masculino: dosagens antes e apds uma sessdo de
aplicacdo de inseticidas em plantas.

Indiv. Antes (A) Depois (D)

1 8.3 6.84
2 6.7 5.98
3 7.8 71

4 9.3 8.38
b 6.5 6.07
b 10.5 10.22
7 6.9 5.87
g 75 7.28
9 6.6 6.15
10 6.7 6.26
11 7.5 7.46
12 74 763
13 8.1 7.95
14 8.8 9.15
15 7.6 7.56
16 94 9.07
17 7.2 6.78




Valores criticos para o teste pareado de Wilcoxon
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3 54 42 3 70 23 19 15 &
1 ot P at 34 21 75 9 1
' 9 45 47 AN 3 27 3 14
0 7 62 53 4G 3/ %2 27 13
P BB 69 80 52 43 g Y 21
2 5 11 57 3 40 42 a7 25
A 04 16 5 55 o 43 2 30
2 14 i #3 3 62 54 48 35
P 174 104 01 1 3 51 o4 40
L 126 113 100 29 76 o8 &9 3
2 148 124 10 95 A % 67 51
;? 159 134 1a 107 4z a3 74 57
o)) 17 145 130 16 10% ol 32 ?
20 185 1457 140 25 80 100 o) 7
30 =0 108 151 37 120 108 w3 8
212 133 163 147 139 118 107 3
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Colinesterase total (micromol/mL de plasma) em 17 agricultores

do sexo masculino: dosagens antes e apds uma sessio de

aplicacdo de inseticidas em plantas.

Indiv. Antes (A) Depois(D) d=A-D Posto
1 8.3 5.84 1.46 17
2 6.7 598 0.72 14
3 7.8 71 0.7 13
4 8.3 8.38 0.92 15
b 6.5 6.07 043 10
B 1056 1022 0.28 ]
T 6.9 hET 1.03 16
B 75 728 0.22 4
9 6.6 6.15 0.45 12
10 B.7 6.26 0.44 "
1 75 746 0.04 1.4
12 74 7.69 -0.29 -6
13 8.1 7.95 0.14 3
14 B.8 914 -0.35 -8
15 7.6 7.56 0.04 1.4
16 94 9.07 0.33 7
17 7.2 6.78 0.42 9

mediana 7.5 1.28

n= 17

Teste pareado de Wilcoxon - Exercicio 5

Soma postos 153

Soma positivos (T+) 139

Soma negativos (T-) -14
Teale =-14| = 14

Teae =14 < Tpps.7=34

> wilcox.test (antes, depoi=s, paired=TERUE, alternative="two.zided"™)

Wilcoxon signed rank test with continumity correction
data: antes and depois

Vo= 139, p-value = 0.003331
alternative hypothesis: true location shift i=s not equal to O

Conclui-se que houve uma diminuigao significativa nos niveis de colinesterase sérica apos a exposigao ao
inseticida (mediana antes da aplicagao = 7.50 micrmol/mL); mediana apds a aplicagao = 7.28 micromol/mL).



Valores criticos para o teste pareado de Wilcoxon




Teste pareado de Wilcoxon

Quando o numero de diferencas n for superior a 25, a distribuicao deste teste aproxima-se de uma
distribuicao normal e o teste de significancia pode ser feito usando-se essa distribuicao.

A férmula para testar a significancia da estatistica T de Wilcoxon por meio da distribuicao normal € a
seguinte:

‘ 1. n(n+1) ‘
anlc:

n(n+1)2n +1)-CE

24

CE = correcdo a ser usada se houver empates; ndo havendo empates, CE = 0. Esta correcdo é CE=3(t>—t), ondetéo
numero de empates por posto.



Teste pareado de Wilcoxon

Exemplo:

Uma médica mediu a pressao arterial sistdlica de 96 recém-nascidos em dois momentos: quando tinham
entre 12-24 h (A) e quando tinham 24-48 h (B) de vida. Deseja-se testar a hipdtese de que a pressao arterial
sistolica apresenta valores diferentes nesses dois momentos. Usando a = 0.001.

Os dados foram analisados por um programa de computador, que forneceu os seguintes resultados:

Diferencas iguais a zero = 6 Para se realizar o teste usando diretamente a tabela de valores

Soma das diferencas positivas T+ = 73 criticos de Wilcoxon, determina-se primeiro que T, = 17, pois |[-17] <
: : +73|

Soma das diferencas negativas T- = -17 [+75]

z=5.23 (P =0.000) Retirando as diferencas iguais a zero, resultan =96 - 6 = 90.

Mediana momento A = 67.0 . . )
Entao o valor critico para a = 0.001 € T ,4,., = 1240. LOgO, T, =17 <

Mediana momento B = 70.5 T = 1240.

0.001;90

Conclui-se que os niveis de pressao arterial sistdlica diferem nos dois
momentos, sendo mais elevado apds 24 h a contar do nascimento.



Teste pareado de Wilcoxon

a=0.001éT

Logo, T.

alc

0.001;90

=17<T

0.001;90

=1240.

=1240.
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Teste pareado de Wilcoxon

Exemplo:

Uma médica mediu a pressao arterial sistdlica de 96 recém-nascidos em dois momentos: quando tinham
entre 12-24 h (A) e quando tinham 24-48 h (B) de vida. Deseja-se testar a hipdtese de que a pressao arterial
sistolica apresenta valores diferentes nesses dois momentos. Usando a = 0.001.

Os dados foram analisados por um programa de computador, que forneceu os seguintes resultados:

Diferencas iguais a zero = 6 Conforme foi visto, para um tamanho amostral superior a 25 pode-

Soma das diferencas positivas T+ = 73 se usar a distribuicao normal para testar a significanciade T.

Soma das diferencas negativas T- = 17 O valor de z_,. fornecido pelo programa de computador que

z=5.23 (P =0.000) realizou os cdlculos foi de 5.23, que € muito maior do que 3.29 0

Mediana momento A = 67.0 valor critico de z para o valor de significancia 0.001.

Mediana momento B = 70.5 Portanto, rejeita-se a hipdtese de igualdade para os valores dos dois
momentos. O valor-P associado a z = 5.23 confirma a decisao,
aparecendo no relatorio do programa como P = 0.000.



Teste pareado de Wilcoxon - Exercicio 6

Existem diversos métodos de estimacao do volume de madeira produzido pelas arvores, nomeadamente
modelos de estima¢ao baseados no diametro basal e modelos de estimacao baseados no diametro a altura
do peito (dap). Pretende-se comparar um método de estimacdo baseado no didametro basal com outro
método baseado no dap. Para tal, os volumes (m3) de madeira dos mesmas 15 pinheiros foram estimados

pelos dois métodos:

Basal [1.06|1.08|1.120.98|1.05|0.85|1.06 |0.87 [1.03| 1.1]0.95/0.78|1.23|1.04|0.88
Dap [1.12|0.97[1.15]1.07|0.89(0.98 |1.13|0.82(1.15|1.25|0.86|0.83]| 1.05|0.89 | 1.02
H,:u, =0 H o pu, #0




Teste pareado de Wilcoxon - Exercicio 6

Basal [1.06|1.08]1.12|0.98[1.05|0.85|1.06|0.87[1.03| 1.1]/0.95(/0.78]1.23|1.04 | 0.88
Dap [1.12]0.97(1.15]|1.07]|0.89|0.98 |1.13|0.82[1.15|1.25|0.86|0.83|1.05|0.89|1.02
|
Método: calculo das somas dos postos ’
‘T n(n + 1)
Zcalc = 4

Método: calculo com correcao dos empates dos postos




Teste pareado de Wilcoxon - Exercicio 6

Basal (1.06|1.08|1.12(0.98|1.05

0.85)1.06 |0.87 |1.03| 1.1]|0.95|/0.78({1.23|1.04 (0.88

Dap |1.12/0.97[1.15]1.07|0.89

0.98)1.13/082|1.15[1.25|0.86/0.83[1.05|/0.89(1.02

Soma postos 120.0

Soma positivos (T+) 58.5

Soma negativos (T-) 61.5
T{i.-_a_|{= = 58.5

Teaie =38.2 > Tops45=29

n(n+1)2n+1)-CE
2

24

CE = Z(t3 —1t), onde t & o nimero de empates por posto

Corrigindo pelos empates

11 60
empates 9
o’ 309.625
= 0.08525

Para um nivel de sigmificincia @ =5%, e tratando-se de um teste bilateral, o quantil
critico da distribuigdo normal N(0,1) ¢ Z,; =£1.96, pelo que se conclui que ndo ha

evidéncia estatistica para rejeitar a hipotese nula.



Teste pareado de Wilcoxon - Exercicio 6

data:

alternative hypothesis:

Wilcoxon =signed rank test

ba=sal and dap
YV = 58, p-value = 0.978

true location shift i=s not equal to O

Basal |1.06(1.08|1.12|0.98|1.05|0.85|1.06 |0.87|1.03| 1.1|0.95|0.78|1.23(1.04|0.88
Dap [(1.12]|097|1.15[1.07|0.89|0.98|1.13|0.82|1.15|1.25|0.86|0.83|1.05|0.89[1.02
> Wilcox.test (ba=sal, dap, paired=TRUE, alternative="two.=zided")
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Teste Kruskal-Wallis

O teste de Kruskal-Wallis (KW) é uma extensao do teste de Wilcoxon-Mann-Whitney.

E um teste ndo paramétrico utilizado para comparar trés ou mais populacdes. Ele é usado para testar a
hipotese nula de que todas as populacdes possuem funcdes de distribuicao iguais contra a hipdtese
alternativa de que ao menos duas das populacdes possuem fun¢des de distribuicao diferentes.

William Henry Kruskal (1919 - 2005) e Wilson Allen Wallis (1912-1998).



Teste Kruskall-Wallis

O teste de Kruskal-Wallis € o andlogo ao teste F utilizado na ANOVA 1 fator.

Enquanto a andlise de variancia dos testes dependem da hipotese de que todas as populacdes em
confronto sao independentes e normalmente distribuidas, o teste de Kruskal-Wallis nao coloca nenhuma
restricdo sobre a comparacao.

Suponha que os dados provenham de k amostras aleatdrias independentes com tamanhos amostrais n1,
n2, ..., nk sendo N = n1 + n2 + ... + nk 0o numero total de elementos considerados em todas as amostras.

Amostra 1 X11 X192 - Xi.n,
Amostra 2 Xo3 X9 ‘e X3 n,
Amostra k-1 Xi-1.1 Xg-1.2 r Xk-1.n4_,
Amostra k X1 Xio fa Xi.n,




Teste Kruskal-Wallis

Para aplicar o método de Kruskal-Wallis, primeiramente ordenamos todas as N observa¢bes das k
amostras da menor para a maior observagao e consideramos r; como sendo o posto de X;.

Ri=Y'r; e Ri=%, i=1,...,k.

n;

Deste modo, temos por exemplo, que R, € a soma dos postos dos elementos da amostra 1 e R, € o posto
medio destas mesmas observacoes. A estatistica de Kruskal-Wallis H, sera dada por

12 vk N41y2 12wk B\ arn g1
g — NOVH] 2i=1 i (Ri. — 557) B (ﬁ.". NI iel o N +1)
—_ E_:. f.ll-—'f. —_— E_:. lf.l!—fl
e o l - =F=x

onde t; € o tamanho do grupo de elementos repetidos j e g € o numero de grupos. Uma observagao que
nao se repete é considerada como um grupo de tamanho 1. Esta estatistica tem, aproximadamente, uma
distribuicao qui-quadrado com k-1 graus de liberdade.

Ho é rejeitada quandoH_,, . > H

calc critico



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7 Grupos. Resposa

™
94
89
89
96
9
92
80
o4
"
90

81
83
g4
83
88
9
89
101
100
™
93
96
95
94
81
7B
52
81
[
73
81
80

Os dados a seguir sao de uma experiéncia classica agricola para avaliar o rendimento
de culturas divididas em quatro grupos diferentes. Para manter a simplicidade,
identificamos os tratamentos usando os ndmeros inteiros {1,2,3,4}. Queremos avaliar
se os dados provém de distribuicdes igualmente distribuidas.

Estabelecemos as hipdteses:

i Iy
Hi:71.m....,T, nao sao todos ipuais

e
sl
:I
Il
I"I
Il
Il

A partir dos dados da tabela, relacionando os postos de cada elemento, os
tamanhos amostrais de cada grupo e os valores R, para cada grupo:

A A A A = = - N R Y R S R S R SS R SSRGS RS B LS R L B L B L B L L L T L TR N TR A W R R A



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7 Grupos. Resposa

™
94
89
89
96
9
92
80
o4
"
90

81
83
g4
83
88
9
89
101
100
™
93
96
95
94
81
7B
52
81
[
73
81
80

rij rZ ] rdj
11 6.5 6.5
13.5 " 23
17 " 27
17 13.5 28.5
19.5 15 30 b.5
23 17 315 B6.5
23 19.5 33 9
26 23 34
28.5 23
10 31.5
Ri 210 139.5 2135 32
N 34 34 34 34
ni 10 9 g 7

P LD PR —

W oD =] O Mo L) Y |

ECNNE SN R SR SRR EN N L R S R L S B S RS S B R L T O B L LN B L R O I L T L TR e e Y e B



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7 Grupos. Resposa

™
94
89
89
96
9
92
80
o4
"
90

81
83
g4
83
88
9
89
101
100
™
93
96
95
94
81
7B
52
81
[
73
81
80

Célculo da estatistica H. . (vt Thet &) - 3(V +1)

—

Z £ —t;

I. _.lﬁI
- _; _a;

~0,010084034 * (122, 5 + 36 + 675, 28125 + 1170, 035714)
B 1 —0,006417112 N

= 20, 337.
Calculo dos valores criticos.

Fixando o nivel de significancia a = 0.05 e sabendo que k = 4, temos que o valor critico
corresponde ao ponto Q, 5 = 9.48.

Critério de rejeicao.
Como H,ps = 20.337 > Qq 45 = 9.48, rejeitamos a hipdtese nula.

A A A A = = - N R Y R S R S R SS R SSRGS RS B LS R L B L B L B L L L T L TR N TR A W R R A



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7 Grupos Resposta

1 83
m Distribuicao Qui-Quadrado (x?)

g1
94

Graus de

Liberdade 0,995

89
89
96
9
92
80
o4
"
90

81
83
o4
83
88
9
89
101
100
™
93
96
95
94
81
7B
82
81
[
73
81
80

Area a Direita do Valor Critico

0,90 0,10 0,05 0.025 0,01 0,005

0,016 2,706 3,841 5,024 03 1,877
30N A605 0 899 318 02 e
: 0584 6251 7815 9348 11,345
Ji1 0 1064 7779 9488) 1L143 1327
1,610 9.236 11,071 12,833

| 0207 0297
0,412 i)

Bl b s e e S Q0 L0 L0 L0 G0 L L L PRI PR3 R R PRI R R R R a4 a a s a
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™
94
89
89
96
9
92
80
o4
"
90

81
83
o4
83
88
9
89
101
100
™
93
96
95
94
81
7B
82
81
[
73
81
80

6. Neste caso, o p-valor é dado por

P~ valor = P[xi_y > Hob| = P[x3 2 20, 337] = 0, 0001445.

m Distribuicao Qui-Quadrado (x?)

Via tabela normal: < 0.005

Area a Direita do Valor Critico

Graus de :
Liberdade 0,995 0,99 0,975 0,95 0.90 0.10 0.05 0.025 0,01 0,005

| - i 0,001 0004 0016 2,706 3,841 5,024 6635 7879

a1 0010 0038 0051 e o2 4,605 5991 7318 9210 10597

0072 0,115 0216 0352 0,584 6,251 7.815 9348 11,345 (12.338])

Gem s
S

0200 0297 0484 0711 1064 7319 9,488 11,143 13277 14860
0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 9,236 11,071 12,833 15,086 16,750

Quanto maior o valor de X? para GL=3, menor a probabilidade

Bl b s e e S Q0 L0 L0 L0 G0 L L L PRI PR3 R R PRI R R R R a4 a a s a



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7

P — valor = P[xi_; > Hops] = P[X3 > 20, 337] = 0, 0001445,

> kruskal.test (resposta~grupo,dados)
Kru=skal-Walli=s rank sum test

data: resposta by grupo
Eruskal-Walli=s chi-squared = 20.3371, df = 3, p-value = 0.0001445



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7

Valores criticos para distribuicdo de Kruskal-Wallis
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Teste Kruskal-Wallis

Quando rejeitamos a hipotese nula Ho no teste de Kruskal-Wallis, indica que ao menos um dos grupos €
diferente dos demais.

Porém, nao temos a informacdo de quais sdao diferentes. Neste sentido, um procedimento de
comparac¢des multiplas nos permite determinar quais grupos sao diferentes.

Suponha que a hipdtese de nao haver diferenca entre os k grupos foi testada e rejeitada ao nivel de
significancia a.

ININ+1) 7 1 1
R~ Bl 2 2| = (o )
Keif Fe 1} | Fa ;”.' 'Fj_,l



Teste Kruskal-Wallis

o niag  [FOET(I]
R — R; | =2 Z{ﬁ}v 12 (”i i "i)

1 ¢ 1 sdo os tamanhos da amostra dos grupos e 7 respectivamente:

N =ny + no + -- - + ng 0 nimero total de elementos considerados em todas as amostras:
R; e R;. ¢ oefeito dos postos (ranks) dos grupos i e j respectivamente:

\R;, — R; |¢adiferenca observada:

Z(_« /“—‘},ﬂ (L + }) ¢ a diferenca critica.

—_— 2 n;

feffe=—1)



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7

No procedimento de comparacdes multiplas, vamos seguir os seguintes passos:

1. Calcular as diferencas observadas.

j rij rZj rJj rdj
1 11 6.5 6.5 1

2 13.5 1 23 2

3 17 " 27 3

4 17 13.5 28.5 4

b 19.5 15 30 6.5
B 23 17 315 6.5
7 23 19.5 33 9

8 26 23 34

9 285 23

10 31.5

Ri 210 139.5 2135 32
N 34 34 34 34
ni 10 9 8 7

RiM 21 15.5 26.69 457 —» Média simples



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7

No procedimento de comparac¢des multiplas, vamos seguir os seguintes passos:

1.

Calcular as diferencas observadas.

1 2 3 4
RiM 21 155 26.69 4 57

Comparacao R; R; Ri. - R;,

1-2 21 15,5 55

1-3 21 26,6875 56875

1-4 21 4,571429 16,42857143

2-3 155 26,6875 11,1875

2-4 15,5 | 4,571429 10,92857143

3-4 26,6875 |4,571429 22,11607143




Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7

2. Consultar o valor de Z na tabela dos valores criticos da distribuicao Q para testes de comparacdes
multiplas nao paramétricos.

Z - Z ) _ 2 6382“— le 050 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.005 0.002 0,001
{ L j —_— { {3, (ks } — iy Qi y 1.645 1,960 2,327 2.576 2 807 3,091 3.291
kifke—1% did—11 3 2128 — 2713 2.936 3144 3,403 3.588
4 2,394 2839 2,935 3.144 3,342 3,588 3,765

5 2576 2,807 3.091 3.291 3.481 3.719 3,891

2,128 2.475 2.713 2.936 3.209 3.403 3,588 2.820 3,088

2.261 2.693 2.823 3.038 3.304 3.494 3675 3,902 4.067

8 2.359 2.690 2,914 3,124 3.384 3.570 3.748 3.972 4.134

9 2,461 2773 2,082 3.497 3,453 36235 3.810 4,031 4,191

10 2,540 2.845 3.059 3.261 3.512 3.692 3.865 4083 4.241

1 2,609 2.908 3119 3.317 3.565 3.743 3,914 4,129 4.286

12 2671 2465 3.172 3.368 3613 3,789 3.957 41471 4,326

13 2,726 3.016 3.220 3414 3656 3.830 3,997 4,209 4.363

14 2,777 3,062 3264 3,456 3.695 3.868 4034 4.244 43397

15 2.823 3.105 3,204 3.494 3.731 3.902 4.067 4.276 4.428

16 2.866 3.144 3,342 3528 3,765 3.935 4.098 4,305 4.456

17 2,905 3181 3.376 3562 3,796 3.965 4127 4333 4.483

18 2942 3.215 3,400 3.593 3.825 3.993 4154 4.359 4,508

19 2976 3.246 3,439 3.622 3.852 4.019 4179 4.383 4,532

20 3.008 3276 3,467 3.649 3878 4.044 4203 4.406 4 554

21 3.038 3.304 3,494 3.675 3.902 4,067 4226 4,428 4575

22 3.067 3331 3519 3.699 3.925 4089 4247 4,448 4,585

23 3.094 3.358 3543 3,722 3,647 4.110 4268 4.468 4614

24 3.120 3,380 3.566 3.744 3,968 4430 4.287 4.486 4,632

25 3144 3,403 3,588 3,765 3988 4,149 4,305 4,504 4,649




Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7

3.

Calcular as diferencas criticas.

Comparacio | £ —a ) | /R (L+2) Dife,r?nt;a
e Critica
1-2 2,638257|14,575498 | 12,07134
1-3 2,638257 |14,723611 | 12,4621
1-4 2,638257 | 4,907477 | 12,94719
2-3 2,638257 |1 4,838838 | 12,7661
2-4 2,638257 | 5,018484 | 13,24005
3-4 2,638257 | 5,153882 | 13,59727

/

N(N+1)

1

12

(

f;

.[_

1

"

-

)



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 7

4. Decisao: Se diferenca observada > diferenca critica = ha diferenca significativa

Fatores Comparados Diferenca Observada Diferenca Critica Diferenca
1-2 5,5 12,07134181 Ndo
1-3 5,6875 12,46210083 Nao
1-4 16,42857143 12,94718765 Sim
2-3 11,1875 12,76609918 Nao
2-4 10,92857143 13,24005284 Nao
3-4 22,11607143 13,59726676 Sim




Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 8

Considere os seguintes 3 tratamentos, A, B, C, cada um com 7 repeticdes. Pretende-se averiguar se trés
tratamentos conduzem a resultados iguais, isto é:

HO: Os trés tratamentos tém a mesma distribuicao;
H1: Os trés tratamentos nao tém a mesma distribuicao.

Tratamento A Tratamento B Tratamento C

9 11 18
13 13 13
11 12 12
10 15 16
9 g 10
14 12 16

10 12 15




Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 8

Considere os seguintes 3 tratamentos, A, B, C, cada um com 7 repeticdes. Pretende-se averiguar se trés

tratamentos conduzem a resultados iguais, isto é:

Tratamento A Tratamento B Tratamento C

I 11 18
13 13 13
11 12 19
10 15 16
J 8 10
14 12 16
10 12 15
(% ZT_1 l:_l“) - 3(N +1)
H = Ly
| - Sy

N = ndmero total de amostras

ni = numero de amostras por tratamento
Ri = soma dos postos de cada amostra

t = numero de empates por posto

Passos:

1. Juntar e ranquear

2. Calcular partes da
formula individualmente



Wistribuigéo Qui-Quadrado (x?)

[ ] r [ ]
Teste KrUSka l'Wa l I Is — Exercicio 8 Area a Direita do Valor Critico
Graus de
Liberdade 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005
1 - 0,001 6,635 7,879

Significancia do teste
baseado no valor de H,
graus de liberdade e a. 16919

35,172

88,379

100 67,328 70,065 74222 77929 82,358 118,498 124342 129,561 135,807 140,169




Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 8

S0Ma
M

Mi
soma*2/n

Tratamento A Tratamento B Tratamento C

245
245
b
5
7.5
14
16
h2.5
21
7
393.75
superior
inferior
H=
GL
FI
a
sig?

1
7.5
10.5
10.5
10.5
14
17.5
71.5
21
7

730.3214286

5.67303525
0.985714286

57613
2
0.0561
0.05
Mo

5
10.5
14
17.5
19.5
19.5
21 > kruskal.test (resposta2~grupo?,dados2)
107

7 Kruskal-Walli=s rank sum test

7 21

1635.671429 2759.643

data: respostalZ by grupod
KEruskal-Walli=s chi-squared = 5.768l3, df = 2, p-value = 0.0561

fr || =pDIsT.QUIQUA.CD(C28;C29)

DIST.QUIQUA.CD(x;graus_liberdade)
Retorna a probabilidade de cauda direita da distribuicdo qui-quadrada.



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 8

m Distribuicao Qui-Quadrado (x?)
Area a Direita do Valor Critico
Graus de
Tratamento A Tratamento B Tratamento C Liberdade | 0995 099 0975 095 09 0.0 005 0025 001 0005
25 -1 5 1 — — 0,001 0,004 0,016 2,706 — 5,024 »6,635» 7,879 ‘
25 7.5 10.5 2| 0010 0020 00ST 0103 0211 4605 7318 9210 10597
. - - 2 0,072 0,115 0,216 0,352 0,584 6,251 815 9,348 11,345 . 12,838 »
5 10 5 14 W00 00T ORSA DTIL U 1068 T 9488 ILIAR BT A 860
B 5 0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 9,236 11,071 12,833 15,086 16,750
5 10.5 17.5 v loneIe 08T I NEES 2008 10845 12599 TAMAY S TeRIZ s
?’ 5 -1[] 5 -19, 5 7 0,989 1,239 1,690 2,167 2,833 12,017 14,067 16,013 18,475 20 278
: - . SR O NG N S BRY L ASST SIE 1055
14 14 19 § 9 1,735 2,088 2700 3325 4168 14,684 16919 19,023
- 400 | 2056 25580 3247 3040 4865 15987 18307 20483
-1 E 1 ?'5 2-1 11 2,603 3,053 3,816 4,575 5,578 17,275 19,675 21,920
Coiaz | 3074 35T 4404 52066304 18549 21,006 23337
soma 52- 5 F-1 -5 -1 D? 13 3,565 4,107 5,009 5,892 7,042 19,812 22,362 24,736
M 21 21 21 4| 4075 4660 5629 6571 7790 21064 23685 26,119
. 15 4,601 5,229 6,262 7,261 8,547 22,307 24,996 27,488
NI 7 [ [ 21 PR I m——— i i
o TR SOME Tl s SBIZ 608 962 9812 23542 26296 28845
EDITiE“ n i 3[]_32'14285 '1535_5?'1429 2?59_5;_‘]_3 17 5,697 6,408 7,564 8,_672 10,085 24,769 27,587 30,191
e 6265 7015 8231 9390 10865 25989 28869 31,526 2
19 6,844 7,633 8,907 10,117 11,651 27,204 30,144 32,852 36,191 38, 582
: 20| 7434 82600 9591 10851 12443 28412 31410 34170 37566 39997
superior 5 67303525
. . 21 8.034 8,897 10,283 _I 1,59] 13,240 29,615 32,671 35,479 38,932 4I_,40I
inferior 0.985714286 sos 8643 9542 10982 12338 14042 30813 33924 36781 40289 42796
23 9260 10,196 11,689 13,091 14,848 32,007 35,172 38,076 41,638 44,181
24 | 9886 10856 12401 13848 15659 33,196 36415 39364 42980 45550
H _ 5 ?-5_13 25 10,520 11,524 13,120 14,611 16,473 34,382 37,652 40,646 44314 46,928
CU26 0 | 11160 12,198 13844 15379 17292 35563 38885 41923 45642 48290
GL 2 27 | 11808 12879 14573 16151 18,114 36741 40,113 43,194 46963 49,645
28 12461 13565 15308 16928 18939 37916 41337 44461 48278 50993
P [] . [] 5 5-1 29 13,121 14,257 16,047 17,708 19,768 39,087 42,557 45,722 49,588 52,336
o 0.05 L300 | 13787 14954 16791 18493 20599 40256 43773 46979 50892 53672 |
. g . 40 20,707 22,164 24,433 26,509 29,051 51,805 55,758 59,342
sig? Mao 500 | 27991 29707 32357 34764 37689 63167 67505 71420
60 35,534 37,485 40482 43,188 46,459 74,397 79,082 83,298
70 | 43275 45442 48758 51739 55329 85527 90531 95023 100425 104215
80 5»].]72 53,540 57,153 60,391 64,278 96,578 101,879 106 629 112,329 116,321
90 | 59096 61754 65647 69,126 73291 107.565 118,145 118,136 124,116 128299
100 67,328 70,065 74222 77929 82,358 118,498 124,342 129, 56[ 135,807 140,169
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soma
M

Mi
soma*2/n

Tratamento A Tratamento B Tratamento C
25

25

5
]

7.5
14
16

h2.
21
7

superior
inferior

H=
L

5

393.75

sig?

1
7.5
10.5
10.5
10.5
14
17.5
71.5
21
7
730.3214286

5.67303525
0.985714286

57613
2
0.0561
0.05
Mao

5
10.5
14
17.5
13.5
13.5
21
107
21
7 21
1635.571429 2759.643

O~ OII 0 DB G O oo d Ll R e s D

I DDA D DU IS da LIRSS

Ol DUV SN =AW —=BLR = WA e b

Valores criticos de Kruskal-Wallis

|
In i-‘-_'.d_&-h | f
e
2

<
1.
o

-
—

A
2
o

B
o

o
&
<O
i

o

In e B
=~ 4

b s
@ o

4596
4,535
@522
& 547
4.000

4438
4 558
4 543
4542

& 542

4594
4595

I-Icalc < Htabelado = aceita Ho

85|

Qi {0 s AN R (roN
4822
5 345 8192 6 982
4 855 62316
524 227 6970 7.515 2,182 .
5 33'72 g G40 7.410 7.872 815248 0346
4 047 6174 7.106 7614
5 340 6.5;1 7.340 7 248 8494 §.327
5610 5725 7.500 8033 8918 9170
5681 6800 7.795 8361 9167 8 61
4990 61238 7182 8077 £515
33 5 7.376 8196 8 067 9184
g 35§ g;ggs 7,590 8314 9150 Q662
5661 7.018 7,935 8,643 9458 8 969
5724 7110 8.028 8859 9,771 10,271
4945 6,286 7 121 8185 9 077 8892
667 7.467 8210 Q219 9 752
g'gg g%& 7725 5.458 8458 10 150
5724 7107 8,000 8.754 4667 310.342
5765 7.152 8124 8937 9845 10 824
5801 7,240 8222 9170 10187 10 858
82378 9373 10 530 13,310
§§§§ 8,465 9455 10 805 11.705



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 9

Uma empresa de cosméticos criou um pequeno ensaio de um novo creme para o tratamento de manchas
da pele. E medida a eficicia do novo creme em comparacdo com o creme preeminente no mercado e um
placebo. Trinta pessoas foram classificadas em trés grupos de 10 pessoas aleatdrias, embora pouco antes
do inicio da amostragem duas pessoas do grupo de controle e uma pessoa do grupo de teste para o creme
desistiram. A tabela mostra o nimero de manchas removidas de cada pessoa durante o ensaio.

Novo Velho Controle

46 44 26

32 31 49

- k. R2\  orar a1

42 25 33 (-.. Bk, —) ~3(N +1)
45 22 19 H = LA

ar a0 31 1 - "_‘ﬁ__'_\- :

44 a0 38

3o 32 44 N = numero total de amostras

47 19 50

ni = nUmero de amostras por tratamento
43 40 Ri = soma dos postos de cada amostra
41 t = nimero de empates por posto




Teste Kruskal-Wallis - Exercicio 9

Novo Velho Controle

105 15 15
13 3 b
145 4 8.5
17 6.5 12
18 6.5 145
20 8.5 20
22 105 255
23 16 27
24 20

255

soma 187.5 6.5 114
n 10 g 8 27

soma*2/n 351563 65025 162450  5790.38

sup 7.910714

inf  0.996947
H = 7.934936
GL 2

F 0.018921

a 005
sig?  sim

Uma vez que o valor p = 0.018921 < 0.05,

rejeitamos a hipotese nula e concluimos

que ha diferenca significativa entre os trés
cosmeéticos.

> kruskal.test (respostal~grupol,dado=sl)

data:

m Distribuicao Qui-Quadrado (x?)

respostal by grupol
Fruskal-Walli=s chi-sguared

= 7.9349,

Fruskal-Walli=s rank sum test

df =

Area a Direita do Valor Critico

Graus de

Liberdade 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005
1 — —_ 0,001 0,004 0,016 2,706 3.841 5,024 6,635 7,879
2 0.010 0.020 0,051 0,103 0211 4,605 5.991 7.378 9,210 10,597
3 0,072 0,115 0,216 0,352 0,584 6,251 7.815 9,348 11,345 12,838
4 0,207 0,297 0,484 0,711 1.064 1779 9,488 11,143 13,277 14.860
] 0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 9,236 11,071 12,833 15,086 16,750
6 0.676 0.872 1.237 1,635 2204 10.645 12,592 14,449 16,812 18,548
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Novo Velho Controle

105 15 15
13 3 b
145 4 8.5
17 6.5 12
18 6.5 145
20 8.5 20
22 105 255
23 16 27
24 20

255

soma 187.5 6.5 114
n 10 g 8 27

soma*2/n 351563 65025 162450  5790.38

sup 7.910714

inf  0.996947
H = 7.934936
GL 2

F 0.018921

a 005
sig?  sim

Uma vez que o valor p = 0.018921 < 0.05,

rejeitamos a hipotese nula e concluimos

que ha diferenca significativa entre os trés
cosmeéticos.

> kruskal.test (respostal~grupol,dado=sl)

data:

m Distribuicao Qui-Quadrado (x?)

respostal by grupol
Fruskal-Walli=s chi-sguared

= 7.9349,

Fruskal-Walli=s rank sum test

df =

Area a Direita do Valor Critico

Graus de

Liberdade 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005
1 — —_ 0,001 0,004 0,016 2,706 3.841 5,024 6,635 7,879
2 0.010 0.020 0,051 0,103 0211 4,605 5.991 7.378 9,210 10,597
3 0,072 0,115 0,216 0,352 0,584 6,251 7.815 9,348 11,345 12,838
4 0,207 0,297 0,484 0,711 1.064 1779 9,488 11,143 13,277 14.860
] 0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 9,236 11,071 12,833 15,086 16,750
6 0.676 0.872 1.237 1,635 2204 10.645 12,592 14,449 16,812 18,548




Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 10

Num estudo de limnologia mediu-se o pH de oito amostras de agua de cada uma de quatro barragens. Os
valores sao os seguintes:

Barragem 1 Barragem 2 Barragem 3 Barragem 4
7.68 7.71 7.74 7.71
7.69 7.73 7.75 7.71
7.70 7.74 7.77 7.74
7.70 7.74 7.78 7.79
7.72 7.78 7.80 7.81
7.73 7.78 781 7.85
7.73 7.80 7.84 7.87
7.76 7.81 7.86 791

Pretende-se averiguar se as aguas das quatro origens tém o mesmo valor de pH, isto é:

H,: O valor do pH da agua é o mesmo nas 4 barragens;

H,: 0O valor do pH da agua ndo € o mesmo nas 4 barragens.



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 10

B1 B2 B3 B4
1 B 13.5 B
2 10 16 B e .
35 135 18 135 > kru=skal.te=st (ph~barragens=,dado=3)
3.5 13.5 20 22 . B . _
3 20 235 26 Eruskal-Walli=s rank sum test
10 20 26 23 data: ph by barragens
10 23.5 28 31 Eruskal-Wallis chi-sguared = 12.708, df = 3, p-value = 0.005313
17 26 30 32

soma b5 1325 175 165.5 528

n B B B B 32

soma"2/n 376.125 2194 531 3828125 3423.781 9824 563

sup 12642756

inf  0.994868
Para um nivel de significancia « =5% e para v=k-1=4-1=3 graus de liberdade, ¢
H=12.707973 i do a : imacio a distribuicio »- al ritico € z =7815: ¢
6L 9 azendo a aproximagdo a distribuigdo z°, o valor critico € J .5, =7.815: como
E D-UDD1 gggaﬂ H,=127076> X;ﬂ_nﬂ} =7.815, deve rejeitar-se a hipotese nula.

sig? SIm



Teste Kruskal-Wallis — Exercicio 10

H, =127076> x5 = 7815

m Distribuicao Qui-Quadrado (x?)

Area a Direita do Valor Critico
Graus de
Liberdade | 0995 099 0975 095 09 010 005 0025 001 0005
| e — 0001 0004 0016 2706 381 5024 6635 7,879
2 | 0010 0020 0051 @ 0103 0211 4605 001738920 0 ST
3 0072 0115 0216 0352 0584 6251 9348 11345 12,838
4| 0207 0297 0484 0711 1064 7779 9488 1LI43 13277 14860
5 0412 055 0831 1,045 1610 9236 11,071 12833 15086 16,750
6 | 066 0872 1231 1635 2204 10645 12592 14449 16812 18548
7 0989 1239 1,600 2167 2833 12017 14067 16013 18475 20278




Extras

Argumentos da fungdc M

Para achar o valor tabelado: nv.QuI
Probabilidade | 0.05 fRz| = 0.05
Graus_liberdade | 3| = 3
= 7.814727903
~ Essa funcao esta disponivel para compatibilidade com o Excel 2007 e anterior.
Funcoes |NV Retorna o inverso da probabilidade de cauda direita da distribuicdo qui-quadrada.

Graus_liberdade & o ndmero de graus de liberdade, um ndmero entre 1 e 10410,
excluindo 10410,

Resultado da farmula = 7.814727903

Ajuda sobre esta funcdo 0K ][ Cancelar ]
" —
- N e =)
Para achar a probabilidade: e e
DIST.QUI
X |12.708 = 12708
Graus_liberdade |3 | = 3

0.005312571

Fungoes DIST. Essa funcio estd disponivel para compatibilidade com o Excel 2007 & versfies anterioreas,
Retorna a probabilidade de cauda direita da distribuicdo qui-quadrada.

Graus_liberdade € o numero de graus de liberdade, um numero entre 1 e 10410,
excluindo 10410,

Resultado da formula = 0.005312571

Ajuda sobre esta funcdo oK ] ’ Cancelar




